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Indledning

Det overordnede formal med dette bachelorprojekt er at prgve at forsta noget
af matematikken bag den vel nok mest bergmte fysiske teori, den generelle
relativitetsteori.

Min baggrund for at skrive om emnet er to kurser, et i riemannsk geometri
og et i de Rham kohomologi.

Ud fra mine forudseetninger lavede vi en mere detaljeret projektbeskri-
velse. I denne beskrivelse var der tre formél med opgaven.

Det fgrste var, at blive fortrolig med det mest elementaere tensoralgebra.
Dette er totalt udeladt af projektet, da det ellers ville blive uoverskueligt
langt. Det andet var, at udvide de vigtigste begreber fra riemannsk geome-
tri til pseudoriemannske mangfoldigheder. Det tredje formal med opgaven
var, at f& givet de vigtigste definitioner og resultater fra relativitetsteorien,
samt at finde ngdvendige og tilstrackkelige betingelser pa metrikken g for, at
produktet (I x S* x S% g) er en lgsning til feltligningen i vacuum.

Tak til vejleder Marcel Bokstedt og til dem, der har laest korrektur.



Kapitel 1

Pseudoriemannsk geometri

Formélet med dette kapitel er, at fa de vigtigste begreber fra riemannsk
geometri udvidet til pseudoriemannske mangfoldigheder. Metriktensoren og
de vigtigste krumningsbegreber vil blive behandlet, og til sidst vil de vigtigste
definitioner fra den almene relativitetsteori blive givet.

Igennem hele projektet vil Einsteins summations konvention blive brugt.

1.1 Metriktensoren

Vi starter med at definere, hvad den pseudoriemannske struktur er.

Definition 1.1.1. En pseudoriemannsk metrik pa en glat mangfoldighed
M er et symmetrisk, ikke degenereret (2,0)-tensorfelt, g, pa M af konstant
indeks.

Bemerkning 1.1.2. T en kortomegn kan g € T3(M) skrives som

g = Zgijda:i ® da’ .

Vi gnsker at bestemme koefficienterne g;;. Det ggres pa folgende made:

9(0k, D) = _ gijda (p)da? (3) =D gi046] = g,

hvor 5,2 er Kronecker deltaet. Da g er symmetrisk, er g;; = gj;.

At g ikke er degenereret betyder, at matricen g(p) = {gi;(p)} er invertibel
for alle p € M. ¢ skal have konstant indeks; dette betyder at matricen g(p)
har det samme antal negative egenveerdier for alle p € M. g er glat i den
forstand, at koefficienterne g;; € C°°(U) varierer glat med p. Da g er et
tensorfelt p4 M, inducerer g en ny bilineser form

gp: TpM x T,M — R, hvor g(—, —)(p) = gp(—, —)-



Dette betyder, at vi nu har defineret en symmetrisk bilinesger form pé hvert
T,M, p € M, og dermed har vi gjort T},M til at skalarproduktrum. Det er
standard at skrive g,(—, —) = (=, —)p = (—, —)-

Beviserne for disse smé pastande kan findes i [ONe83].

Vi kan nu definere en vektors kausale karakter.
Definition 1.1.3. Lad v # 0 € T),M. v kaldes

e spacelike hvis g(v,v) > 0

e timelike hvis g(v,v) <0

e lightlike eller null hvis g(v,v) =0

Proposition 1.1.4. Metrikken bestemmer en entydig isomorfi
gr: TY(M) — Ty (M)

givet ved gq(v) = g(v, —)

Bevis. Vi gnsker at konstruere en afbildning gy: T)(M) — T} (M), der ta-
ger en vektor v € T, M og giver en 1-form i T,y M. Definer en 1-form g;(v) =
g(v, —). For basisvektorer {01,...,0,} og {dx',... dz"} fas

g1(v) = Zg(v,@i)dwi.

Hvis v = 0; haves
g1(05) = gjida’.

Den inverse afbildning g|: T} (M) — TY (M) defineres analogt, og for basis-
vektorer fas g|(dz') = 3" ¢/%0;. g; er injektiv, da g ikke er degenereret. Da
g7 er lineeer, er den surjektiv og dermed er de to afbildninger isomorfier. []

Bemeerkning 1.1.5. Vi vil i det efterfglgende bruge notationen ~ for metrisk
xkvivalens, det vil sige, at

da’ ~ Zgij(‘)j og 05~ Zgjida:i.

Senere far vi brug for at vide, hvad der menes med en ortonormalbasis,
hvis metrikken er indefinit.

Definition 1.1.6. Lad V vere et vektorrum udstyret med et indefit skalar-
produkt. Da er {ej,...,e,} € V en ortonormalbasis hvis span(ey,...,e,) =
V,e; L ej og e; har leengde 1 eller .

Definition 1.1.7. Et Minkowski rum er det euklidisk rum R udstyret med
metrikken g = —dz' @ da'+ ", dz' ® dz'. Minkowskirummet betegnes RY.



Definition 1.1.8. En pseudoriemannsk mangfoldighed er en glat mangfol-
dighed M udstyret med en metriktensor af konstant indeks, v. Hvis v = 0,
kaldes M riemannsk og, hvis v = 1, kaldes M Lorentz.

Definition 1.1.9. En konnektion pé en glat mangfoldighed M er en afbild-
ning
V:X(M)x X(M) = X(M),

der opfylder fglgende

1. Vx4x, Y =Vx, Y+ Vx, Y

2. V(1 +Y)=VxYV1+Vx Y,

3. Vix Y =fVxY, feC>®M)

4 Vx(FY) = F(VxY)+ X(f)Y, feC=(M)

Bemerkning 1.1.10. I det pseudoriemannske tilfaelde er der ogsa preecis en
pseudoriemannsk konnektion hgrende til den pseudoriemannske metrik, Levi-
Civita konnektionen, der er torsionsfri og kompatibel med metrikken. Beviset
kan ses i [ONe83, Theorem 11] og [Dup93, Theorem 2.16]; det bemaerkes,
at det undervejs benyttes, at g er invertibel, det er stadigt rigtigt, da ¢
ikke er degenereret. Der er ogsé i dette tilfzelde en sammenhzeng mellem
konnektionen og metrikken, der i lokale koordinater er givet ved ligningerne

I l gk = = J
ik 2 (8% 8xj 8xk '

Ffj er glatte funktioner pa M.

1.2 Krumning af pseudoriemannske mangfoldighe-
der

Et essentielt emne i riemannsk geometri er krumning. Vi gnsker derfor at fa
dette begreb udvidet til pseudoriemannske mangfoldigheder. Det meste kgrer
efter samme melodi som i det riemannske tilfzelde, men som vi vil se, er der
sma, men vasentlige forskelle. Vi begynder med en fundamental definition.

Definition 1.2.1. Riemanns krumningstensor
R: X3(M) = X(M)
er defineret ved
R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ -V ixy)Z VX,Y,Z € X(M),
hvor [X,Y] er Lie-parentesen af X,Y.



Bemerkning 1.2.2. Da R er multilineger over C*°(M ), se [Pet97, Proposition
2.2.1], er R en tensor af type (3,1). R kan i lokale koordinater skrives som

R=> Rjda'®d’/ ®da* 0,

hvor koefficienterne Réjk bestemmes fra formlen R(0;,0;)0; = ZRéjk&.

R! ; (p) varierer ifglge [Dup93, lemma 5.18] glat med p, idet Christoffelsym-

bolerne er glatte funktioner.
Ud fra R og metrikken definerer vi en ny afbildning Rm € T¢(M) ved

Rm(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W).

Hvis man skriver det som tensorer, svarer det til, at vi anvender isomorfien
g1 fra bemaerkning 1.1.4 til at heeve det sidste indeks, og som tensor kommer
Rm til at se ud som

Rm =" Rijmda’ ® da’ @ da* @ da',

hvor koeflicienterne Ry = ) glmRZ?k, ifglge bemaerkning 1.1.4.

Senere skal vi ggre brug af en anden og akvivalent beskrivelse af Rm.
Definer en delmaengde af T3 (M) kaldet A?(M) ved

A’(M) = {A € TY(M) | A(61,0) = —A(6:,61)).

Det vil sige, at A?(M) er meengden af antisymmetriske (0, 2)-tensorfelter pa
M. Inden for en kortomegn er A?(U) et frit undermodul af 7% (U) med basis
{0; ® 8]} ={0; A 8]'}, 1< J.

Lad Grassmanns indre produkt, gg, pad A%(M) vaere givet ved

gG(X NY, VA W) = g(X7 V)Q(Ya W) - g(X7 W)Q(Y7 W)

Symmetrirelationerne, [Dup93, Proposition 5.1], for Rm ggr, at vi kan defi-
nere

Rm: A2(M) x A2 (M) — C*°(M)
ved
Rm(X ANY,VAW)=Rm(X,Y,W,V).
Ud fra denne formel kan vi definere krumningsoperatoren
R: A2(M) — A*(M)
ved
JcR(XAY),VAW)=Rm(XANY,V AW).

Denne definition kraever &benlyst, at gg ikke er degenereret; dette folger af
[MT97, Addendum 16.8|.



Da R er en (3,1) tensor, kan vi benytte benytte kontraktionen til at danne
en ny tensor.

Definition 1.2.3. Ricci tensoren Ric defineres som Ric = C(R), hvor C er
kontraktionen pé de to sidste indices. I lokale koordinater fas

Ric = Rijda’ ® da’.

Vi benytter isomorfien id ®g| : TZ(M) — T} (M) til at omdanne Ric til

en (1,1) tensor, Ric. 1 lokale koordinater er Ric givet ved
Ric=Y"Rldz'®9;,

hvor Rg = > ¢/'R;j idet da? ~ " ¢7'0;, jeevnfer bemaerkning 1.1.4.
Riccitensoren kan ogsa defineres pa folgende méade. Lad {eq, ..., e,} vaere
en ortonormalbasis for T}, M. Da geelder for v € T),M, at

Ric(v) = ZR(U, €ie;.

Det vil sige, at Riccitensoren er sporet af krumningstensoren. Beviset for, at
de to definitioner er skvivalente, overspringes.

Definition 1.2.4. Skalarkrumningen S defineres som S = C(]/%\z'/c), hvor C
er kontraktionen pa de to indices. Det vil sige, at S =) gjiRij.

Bemerkning 1.2.5. Vi minder om definitionen af snitkrumningen fra rie-
mannsk geometri. Hvis M er en riemannsk mangfoldighed med krumnings-
tensor R og S = span(x,y) er et to-plan i 7),M, er snitkrumningen

_ Rm(x7 y’ x’ y)

Kp(s) = |$/\y|2

Endvidere har vi, at snitkrumningen er uatheengig af valg af z og y, jeevnfgr
[Dup93, Proposition 5.9].

Denne definition er klart ikke veldefineret, hvis enten x eller y er lightlike
vektorer i T,M. Definer en kvadratisk form ved Q(v,w) = (v,v){w,w) —
(v, w)2. T tilfzeldet med en positiv definit metrik har vi at Q(v,w) = |v Aw|?.
Lad S = span(v, w) vere et ikke-degenereret to-plan i T,M, dvs. Q(v, w) #
0. Nu kan vi definere snitkrumningen for pseudoriemannske mangfoldigheder

Qv,w) Q(v, w)

Hvor fortegnet forsvinder pa grund af symmetrirelationerne Rm. K,(S) er
uafhaengig af valg af v, w nar blot span(v, w) ikke er degenereret. Vi har brug
for fglgende lemma, der ggr os istand til at beregne K,S selv om v eller w
er lightlike.

K, (S) = _Rm(v,w,v,w) gg(i)‘i(v/\w),v/\w)'



Lemma 1.2.6. Lad v,w vere vektorer i et skalarprodukt rum og lad S =
span(v, w) da eksisterer v, w vilkdrligt teet pd henholdsvis v og w sd span (v, w)
er ikke-degenereret, det vil sige Q(v,w) # 0.

Bewvis. Se [ONe83, Lemma 40]. O

Folgende proposition giver alene ud fra SR et estimat af snitkrumningen.
Den giver desuden ogsad nyttig information om, hvornar man kan forvente,
at Ric og R er diagonale.

Proposition 1.2.7. Lad {e;} veere en ortonormalbasis for T,M.

1. Antag at {e; Ne;}, i < j diagonaliserer R, det vil sige at R(e; Nej) =
)\Z-jei A €;. Da er KpS € [rnln )\ij,max )\Z]]

2. Antag at R(e;,ej)e, = 0 for i, j, k forskellige. Da diagonaliserer e; Nej,
1< J, R

3. Antag at g(R(ej,ej)ex,e;) = 0 for tre indices forskellige. Da diagona-
liserer e; Ric.

Bewvis. Bevis for (1). I definitionen af K,S er Q(e;,ej) = 1, da {e;} er en
ortonormalbasis. Pastanden fglger nu direkte fra definitionen af K,S i be-
meerkning 1.2.5.

Bevis for (2). Ifglge bemeerkning 1.2.2 og symmetrirelationerne for Rm,
[Dup93, Proposition 5.1], er

gc(R(e;s Nej),ep Nep) = —g(R(ei, ej)er, e)
= g(R(ei,ej)er ex).

g(R(ei, ej)er er) = 0 hvis {4, 5, k} = {i,7,l} per antagelse. Dermed har vi,
at g(R(ei,ejleer) # 0 <= {i,5} = {k,l}. ga(R(ei Nej),ex Ney) =
gc(M(e; ANej),e; Nej). Da {e;} er en ortonormalbasis for T,,M, er {e; A e;}
ortonormalbasis for A2. Resultatet fglger nu, idet g ikke er degenereret.
Beviset for (3) kgrer efter samme melodi og udelades. O

1.3 Relativitetsteori

Nu har vi sddan set de tekniske ting pa plads der g@r os i stand til at skrive
feltligningen op. Fgr det sker, har vi et par fundamentale definitioner.

Definition 1.3.1. En Lorentz mangfoldighed kaldes tidsorienterbar, hvis
der eksisterer et timelike vektorfelt X € X(M). En tidsorientering er et valg
af aekvivalensklasse af timelike vektorfelter under sekvivalensrelationen at
X ~ Y hvis og kun hvis X og Y definerer samme tidsretning i lyskeglen i
T,M.



Definition 1.3.2. En rum-tid er en 4-dimensional, tidsorienteret og sam-
menhaengende Lorentz mangfoldighed.

Definition 1.3.3. Einsteins gravitationstensor G er et (2,0)-tensorfelt pa
M, givet ved G = Ric— %Sg, hvor S er skalarkrumningen og g er metrikken.

Fysikere definerer en symmetrisk (2, 0)-tensor kaldet stress-energy tenso-
ren, T. Denne tensor beskriver, hvordan masse og energi er fordelt og bevae-
ger sig i rummet. En mere detaljeret definition vil ikke blive givet her, men
kan findes i Landau, Lifshitz: The Classical Theory of Fields. Et lille vigtigt
faktum er, at i vacuum er 7' = 0.

Definition 1.3.4. (Einsteins feltligning) Lad g veere en Lorentz metrik pa
M, og T en stress-energy-tensor. Lad G veere Einsteins gravitationstensor.
Da siges g at opfylde Einsteins feltligning, séfremt G = 8='T.

Bemerkning 1.3.5. Einsteins feltligning er et fysisk postulat ganske som
Newtons love og kvantemekanikken og kan derfor ikke vises.

Der har ogsa vaeret en del diskussion om, hvorvidt feltligningen rent fak-
tisk ser ud som ovenfor; Einstein lagde den sakaldte kosmologiske konstant
A til, s& ligningen bliver

1
Ric — 559 + Ag = 8nT.

Saetning 1.3.6. En rum-tid er lgsning til feltligningen i vacuum, hvis og
kun hvis den er Ricci-flad, dvs. Ric =0

Bewvis. Vibruger g| til at omdanne g til en (1,1) tensor, g. Opskrevet i lokale
koordinater er g = Y g;jdz’ ® dz?. Anvender vi g, fas ifglge bemaerkning
1.1.4, at dz? =Y ¢?*9y. Da ¢’ er invers til g;; har viat § = Y dz' @09 = id.
Opskrives feltligningen i vacuum med (1,1)-tensorer fés, idet 7' = 01 vacuum,
at

— 1 — 1
Anvender vi (1,1) kontraktion p& begge sider fas at S = 25, da C(id) = 4.

Dette medfgrer at .S = 0. Indsaettes dette i den oprindelige ligning, ses det,
at ligningen er opfyldt hvis og kun hvis Ric = 0. O



Kapitel 2

Warped products

Formélet med dette kapitel er at finde ngdvendige og tilstrackkelige betin-
gelser for, at produktet I x S' x S? udstyret med metrikken ¢ = dr @ dr +
©%(r)gst +¥%(r)gg2 er en model for en Ricciflad rumtid.

Vi starter med at se p&d krumning af delmangfoldigheder, der er givet
som f~!(r), hvor f er en sdkaldt afstandsfunktion. Denne teori leder os til
de bergmte Gauss- og Codazzi-Mainardi-ligninger for delmangfoldigheder.

I andet afsnit vil fgrst definere, hvad vi mener med et warped product.
Dernaest vil vi beregne krumning af et sddant.

Tilsidst benyttes det, at I x S x S? med metrikken givet ovenfor har
struktur som et dobbelt warped product. Teorien fra de to fgrste afsnit giver
forholdsvis let Riccikrumningerne af I x S x S2. Nar vi har Riccikrumnin-
gerne, er det let at opstille de ngdvendige og tilstrackkelige betingelser for,
at produktet er Riccifladt.

Grunden til, at dette produkt er specielt interessant, er, at det modellerer
statiske symmetriske lgsninger til feltligningen, fx. stjerner og sorte huller.

2.1 Krumning af delmangfoldigheder

I dette afsnit vil vi vise nogle generelle formler vedrgrende krumning af ind-
lejrede mangfoldigheder. Vi begynder med nogle vigtige definitioner.

Definition 2.1.1. Lad (M, g) veere pseudoriemannsk mangfoldighed og lad
f € C>®(M). Da er gradienten, V f € T M den metrisk akvivalente tangent-
vektor til df € QY (M).

Definition 2.1.2. f € C°°(M) en afstandsfunktion hvis og kun hvis | V f| =
1.

Bemerkning 2.1.3. Da |V f| = \/g9(V f,V f) = 1 er V f en spacelike vektor
i T, M.
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Definition 2.1.4. f: M — N er en pseudoriemannsk submersion, hvis fgl-
gende to ting er opfyldt.

1. f er en submersion.
2. Hvis v,w € Ker(df)* er (v,w) = (df (v), df (w)).

Lemma 2.1.5. Lad f € C*(M). Antag, at f er en afstandsfunktion, da er
f en pseudoriemannsk submersion.

Bevis. Se [Pet97, Lemma 3.4]. Beviset i det pseudoriemannske tilfeelde er
tilsvarende. 0

Vi har fglgende vigtige seetning, der ggr, at vi kan definere delmangfol-
digheder i M ved at benytte afstandsfunktioner.

Saetning 2.1.6. Lad f: M™ — N™ were en glat afbildning mellem glatte
mangfoldigheder. Lad ¢ € N og antag, at f er submersiv for alle p € f~1(q).
Sa er f~1(q) en glat delmangfoldighed af dimension n —m > 0.

Bewis. Seetningen folger af [War83, Theorem 1.38], idet df er surjektiv for
alle p € f~1(q), da f er submersiv. O

Bemerkning 2.1.7. Eksistensen af afstandsfunktioner er per definition aekvi-
valent med at den partielle differentialligning |V f| = 1 har en lgsning. I
afsnit 2.1 og afsnit 2.2 vil vi uden yderligere bemerkninger antage, at en
afstandsfunktion findes. I de konkrete beregninger i afsnit 2.3 vil vi eksplicit
skrive en afstandsfunktion op.

Det fremgar af szetning 2.1.6 at, hvis f er en afstandsfunktion, er f~1(r)
er en glat delmangfoldighed for alle » € R. Vi sztter f~!(r) = U,, hvor
Ur CU og dim(U,) =n — 1. V f = N er et glat normalfelt til U,. g, = gy,
er den inducerede metriktensor pa U,..

Definition 2.1.8. Lad v € T, M. Vi dekomponerer v efter T,U, og N. tanv
betegner tangentialkomponenten af v. nor v betegner normalkomponenten af
.

Lemma 2.1.9. Lad V vere en konnektionen pié M, og lad U, vere som
ovenfor. Da er der givet en induceret konnektion V" pd U, ved

ViY =tan(VxY) =VxY — g(Vx V,N)N VX,Y € X(M).

Hvis V er Levi-Civita konnektionen pd M, er V" Levi-Civita konnektionen
pa U,.

11



Bewvis. Vi skal vise punkt 1-4 i definition 1.1.9. De fgrste tre punkter er
oplagte og overspringes derfor. Leibnizreglen kraever en lille udregning.

tan(Vx (fY)) = Vx(fY) — g(Vx(fY),N)N
=fVxY+Y ()X —g(fVxY +Y(f)X,N)N
=tan(fVxY +Y(f)X)=tan(f Vx Y) +tan(Y (f)X)),

hvor der undervejs er benyttet linearitet af g og Leibnizreglen for V.

For at vise, at V" er Levi-Civita konnektionen pé U,., mangler vi at se, at
V" er torsionsfri og kompatibel med g,. At V" er torsionsfri fglger af denne
udregning.

tan([X,Y]) = [X,Y] —g([X,Y],N)N
—VyY - Vy X —g(VxY — Vy X,N)N
=VxY —g(VxY,N)N — (Vy X —g(Vy X, N)N)
VLY - VX

At V" er kompatibel med g, er klart, da V er kompatibel med g.
P& grund af entydigheden af Levi-Civita konnektionen, [Dup93, Theorem
2.16], er V" Levi-Civita konnektionen pa U,.. O

Definition 2.1.10. Lad U, vaere som ovenfor, og lad V" vaere Levi-Civita
konnektionen pa U,.. Vi definerer den inducerede krumningstensor ved

R(X,Y)Z=V%Vy Z-Vy V% Z—Vixy 2, X,Y,Z€eX(U,)

Definition 2.1.11. Hessianten S af en funktion f er defineret ved S(X) =
Vx V f, for X € X(M).

Lemma 2.1.12. Lad X,Y € X(M) og lad S vere som overfor. S(—) er
et (1,1)-tensorfelt pé M. S(—,—) = g(S(—),—) er et symmetrisk (2,0)-
tensorfelt pa M.

Bevis. Se [ONe83, Lemma 48]. Det bemaerkes, at lemmaet kun vises i til-
feeldet (2,0), men det andet tilfeelde fglger ved at bruge isomorfien g, fra
bemeerkning 1.1.4. O

Bemerkning 2.1.13. Det er tradition at seette S(X,Y) = II(X,Y), hvor 1]
kaldes 2. fundamentalform.

Kovariant differentiation af tensorer vil ikke blive behandlet her. Uden
bevis anfgres det, at S € T\}(M) opfylder fglgende Leibnizregel

(Vy 5)(X) = Vy(S(X)) = S(Vy X) X,V € X(M)

12



Nu er vi klar til at formulere og bevise tre klassiske resultater vedrgrende
krumning af delmangfoldigheder.

I det efterfolgende er U C M &ben og f € C*°(U) en afstandfunktion.
N = V f er et normalfelt til f~!(r) = U, og S er Hessianten af f. V" er
Levi-Civita konnektionen pa U, og R" er den inducerede krumningstensor
pa U,.

Saetning 2.1.14. Lad S og N som vere som ovenfor. Da geelder der
(VN S)(X)+ S(S(X))=—-R(X,N)N, X eX(U)

Beuvis. Ifplge bemeerkning 2.1.13 er (Vn 5)(X) = VN (5(X))—S (VN X) som
per definition af Hessianten er Vy Vx N — Vy, x N. Fra samme definition
far vi, at S(S(X)) = Vv, v N. De to sider i ligningen er nu

venstresiden: VN Vx N —Vy,x N+ Vy,nvN
hgjresiden: —VxVNyN+Vy VXN+V[X7N} N.

Per definition af Lieparentesen, linearitet af konnektionen og det faktum, at
[Z,W] = —[W, Z], har vi, at — Vyyx N+Vy NN = V[X,N} N.

Vi mangler nu blot, at — Vx Vy N =0. Da Vx 0 =0, er det nok at vise,
at Vy N = 0. Da g ikke er degenereret, er det nok at vise: VY # 0 € X(M)
er (VN N,Y)=0. Idet S jeevnfor Lemma 2.1.12 er symmetrisk, har vi

g(VN N,Y) =g(S(N),Y) = g(S(Y),N) = g(Vy N, N)

Ifglge [Dup93, Proposition 2.13] er g(Vy N,N) = 1Y (g(N,N)) = Y (1) =0,
og setningen er vist. ]

Folgende satning er et klassisk resultat i teorien for krumning af del-
mangfoldigheder. Hvis U, er en regulzer flade i R? fas de klassiske ligninger,
der kan ses i do Carmos bog “Differential Geometry of Curves and Surfaces”.

Seetning 2.1.15. (Gauss, Codazzi-Mainardi) Lad X,Y € X(U,) og lad
S,N,V" og R" vere som ovenfor. Da geelder

1. tan R(X,Y)Z = R"(X,Y)Z — I1I(Y, 2)S(X) + I1(X, Z)S(Y),
Z e X(U),

2. nor R(X,Y)Z =g(—(Vx 9)(Y)+ (Vy S)(X),Z)N,
Z e X(U,).

Bevis. Strategien er at udtrykke R ved R" og si til sidst sammenligne
tangential- og normalkomponenter. Per definition af V" har vi

R(X,Y)Z — VX VY Z - VY VX Z - V[X,Y] Z
— VY (VY Z + ¢(Vy Z, N)N) — Vy (V% Z + ¢(Vx Z, N)N)
= Vixy1Z - 9(Vixy) Z,N)N
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Vi har ogsé, at g(Y,N) =0, idet Y € X(U,). Dette giver Z(g(Y,N)) =0 =
g(VzY,N)+ g(Y,VzN), ifslge [Dup93, Proposition 2.13]. Dette giver nu
per definition af Hessianten, at g(VzY,N) = —g(Y,S(2)) = —¢(S(Y), Z2),
da S er symmetrisk. Vi har s&, at

R(X,Y)Z =Vx(Vy Z—g(5(Y), Z)N) = Vy(Vx Z — g(S(X), Z)N)
= Vixy) Z +9(S([X,Y], Z)N.

Per linearitet af konnektionen har vi
R(X,Y)Z =VxVyZ—-VyVxZ— foﬂ Z
~ Vx(g(S(Y), Z)N) + Vy (g(S(X), Z)N)
+g9(S([X,Y]),Z)N.
Ved samme argument som ovenfor fas, at
VxVy Z=VsVyZ-g(S(X),Vy Z)N.
Dette giver
R(X,Y)Z =V%Vy Z—-Vy V' Z — V’[”Xy] Z
+9(S(Y),Vx Z)N = g(5(X),Vy Z)N
9(Vx S(Y), Z)N —g(S(Y),Vx Z) = g(S(Y), Z2) Vx N

Z)
9(Vy 8(X), Z)N +9(S(X),Vy Z) + 9(S(X), Z) Vy N
9(S([X,Y]), Z)N.

Per definition af R" og S har vi

/\/\/\/\

R(X,Y)Z = R"(X, Y)Z

—9(5(X), Vy Z)N + g(S(Y), Vi Z)N
(VXS() Z)N —g(5(Y),Vx 2) —g(5(Y), 2)S(X)
+9(Vy S(X), Z)N + g(5(X), Vy Z2) + g(5(X), 2)S(Y)
+9(S([X,Y]), Z)N.

S(X)eTU, for X € X(U,), s

Vi har fra beviset for 2.1.14, at S(N) =
,Vy Z ) Idet vi husker, at bade S og ¢

vi har, at ¢(S(X),Vy Z) = g(S(X)
er tensorer, har vi
R(X,Y)Z =R"(X,Y)Z
—9(Vx S(Y),Z)N — g(S(Y), Z2)5(X)
+ 9(Vy S(X), Z)N + g(S(X), 2)S(Y)
+9(S(VxY),Z)N — g(S(Vy X),Z)N.
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Ved at benytte Leibnizreglen for S fas

R(X,Y)Z =R"(X,Y)Z
+9(S(X), 2)S(Y) — g(S(Y), Z2)S(X)
+9(-VxSY)+VyS(X)+S(VxY)—-S(Vy X),Z)N
=R'(X,Y)Z +g(5(X),2)S(Y) — g(S(Y), Z2)S(X)
+9(=(Vx S)(Y) + (Vy 5)(X))N.

Det gnskede fglger nu ved sammeligning af tangential- of normalkomponenter
samt af definitionen af I7. O

Vi har ogsé en koordinatfri beskrivelse. Det formuleres i fglgende saetning.

Saetning 2.1.16. Lad f, N og S vere som ovenfor. Lad 0, =V f og X,Y €
X(U). Da gelder der

1. (Va, S)(X) + S(5(X)) = —R(X, 0,)0,,
2. Larg(X7Y) =2¢(S(X),Y),
5. (Vo, S)(X) = L5, 5(X).

Bevis. Fgrste udsagn er blot en reformuleringen af ssetning 2.1.14. Andet
udsagn er en udregning og overspringes. Udregningen kan ses i [Pet97, Pro-
position 4.1]. Sidste udsagn fglger af fglgende udregning. Per definition af
den Lie-afledte, L, og Leibnizreglen for S har vi

(Lo, 5)(X) = [0r, S(X)] = S([0r, X])
=V, S(X) — Vis(x) Or —S(Vy, X) —Vx0O).

Per linearitet af Hessianten har vi

(Lo, S)(X) = V5,(S(X)) = Vgx)0r —S(Vo, X) = S(Vx 0r)
= (Vs, 8)(X) = Vvya,0r+Vvya, O
= (Va, S)(X),

hvor vi i det naestsidste lighedstegn har brugt Leibnizreglen for S. O

2.2 Krumning af warped products

I dette afsnit vil vi benytte de generelle formler i afsnit 2.1 til at beregne R og
Ric pad mangfoldigheder med specielle restriktioner pd formen af metrikken.

Definition 2.2.1. Lad M, M;, Ms veere glatte mangfoldigheder. Lad I C
R™T veere et &bent interval. Lad r = proj;, og lad ¥, o € C®(I) og 1, > 0.
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1. En metrik pa formen dr @ dr 4+ ©?(r)gar pa I x M kaldes et warped
product.

2. En metrik pa formen dr ® dr + o(r)%gar, + () 2ga, pa I x My x Mo
kaldes et dobbelt warped product.

3. En metrik pa formen dr ® dr + ¢?(r)ggn—1 pa I x S"~! kaldes rota-
tionssymmetrisk.

Bemerkning 2.2.2. For det forste er det velkendt, at hvis M; og My er
glatte mangfoldigheder, da er deres cartesiske produkt M; x My ogsa en glat
mangfoldighed.

Det er et krav til en metrik, at den er glat og ikke degenereret. At pro-
duktmetrikkerne er glatte fglger af, at gas, gar,, 9, 08 ggn—1 er glatte me-
trikker og v, p € C°°(I). At produktmetrikkerne ikke er degenererede fglger
af [ONe83, Lemma 3.5], da v, ¢ > 0.

Hvis man gnsker pseudoriemannske produkter skal der sndres fortegn
pa dr ® dr eller, man skal sgrge for, at enten gar, gar,, 9ar, eller ggn—1 er en
pseudoriemannsk metrik.

Bemerkning 2.2.3. 1 resten af dette afsnit arbejder vi under fglgende an-
tagelser. (M, g) er en pseudoriemannsk mangfoldighed og U C M en aben
maengde. f € C°(U) er en afstandsfunktion og U, = f~(r). Vf = N er
normalvektor til U,..

Vi vil betragte tilfeeldet, hvor metrikken g opfylder fglgende kriterium:

For et fast r¢ har vi identifikationen U diffeo o U,,, under hvilken g opfylder
at, hvis {E1, ..., E,_1} er en ortonormal flytteramme pa U,,, med hensyn til
9|U,,» €r

{Fi,....F.y ={p1(r) "B, on1(r) ' E,_q, N},

en ortonormal flytteramme pd U med hensyn til g, hvor ¢; € C®(I) og
; > 0. Desuden skal vi have, at ¢;(rg) = 1. Hvis {F1,...,E,_1,N} er en
basis for T,U, er

g = dlag(@%(r% s 79012’L—1(T)7 ]‘)

I denne situation er E; € X(U,) vektorfelter, der ikke afhaenger af r. Det er
ogsé klart, at g, kun afthaenger af r.

Bemerkning 2.2.4. Et specialtilfeelde af situationen i bemaerkning 2.2.3 oven-
for er et warped product. Betragt (M, g) = (I x M;,dr ® dr + gpr,. Vi har
ved projektionen f: I x My — I givet en afstandsfunktion, idet |V f| = 1.
Vihar at U, = My x{r} og M = I xU, = I x My, med metrik dr @dr+ gy, .
Da er (M, g) givet ved (M, dr ® dr + ©*(r)gur, ), der jo preecis er et warped
product.
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Velg en ortonormal flytteramme {E1, ... E,—1, N} pa I x M7 med hensyn
til dr®dr+gpr, - Da far man en ortonormal flytteramme {Fy,... F,,}, F, = N
pé (M, g), hvor

{F,...F,} ={o ' (r)E1,...o Y (r)En_1,N}.

Med hensyn til basen {E1, ... E,—1, N} er g = diag(¢?(r),...,¢%(r),1).

Forst gnsker vi at vise, at Hessianten har en sarlig simpel form i det
setup, der er beskrevet i bemaerkning 2.2.3.

Proposition 2.2.5. Med antagelser som i bemerkning 2.2.83 er matrizre-
presentationen med hensyn til {Fy, ..., F,} for S diag (“01 .., Bl 0).

©1 9 ) Son—l’

Bewis. Vi benytter udsagn (2) i seetning 2.1.16 til beregning af S. Hvis i = n
eller j = n er g(S(F}), Fi) = g(S(F;), F;) per symmetri af Hessianten. Fra
beviset for saetning 2.1.14 er S(F,) = 0. Hvis 4, j # n har vi

Lyg(Fi, Fy) = Ly(9(F;, Fy)) — g([N, Fi], Fy) — g(Fi, [N, Fy)).

Da {F;} er en ortonormalbasis er g(F;, F;) = 1 s& Ly (g(F;, F;)) = 0. Ifplge
vores antagelse om F; = ¢;(r) "1 E; har vi

Lng(F;, Fy) = —g([N, @i(r) "' Ei], F}) — g(F;, [N, (r) " Ej))

N er normalvektor til U, og dermed i r-retningen pa U. Da F; ikke athaenger
af r fas

_ — d, _ @i(r) @i(r)
N,i(r) ' Eil = N(¢; ' (r) Ei = —(¢; '(r)) Bi = =5~ Ei = — 2= F;
N i)™ Bl = NG )i = (e 0B =~y =~ 2
Det vil sige, at vi har
@i(r) p;(r)
Lng(Fi, Fj) = —g (— FZ,F) -9 (—  Fi
’ pi(r)” 7 i(r)?
pi(r) @i (T))
(soi(r) w;(r) ’
pi(r) sbj(?“)) i
— (2 5
(soi(r) pi(r)) 7
Det gnskede fplger nu, idet Lyg(Fi, Fj) = 29(S(F;), Fj). Vi har en tilsva-
rende sammenhang for {F;}, da begge bade g og S er tensorer. O

Proposition 2.2.6. Lad situationen vere som i bemerkning 2.2.3. Da er
R(E;,N)N = —%EZ-.
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Bevis. Vi bruger formlen fra ssetning 2.1.14

R(E;,N)N = —=Vy S(E;) — S(S(E3))
=—-Vn(S(E;))+ S(Vn E;)) —S(Vg, N).
Da konnektionen er torsionsfri og F; ikke atheenger af r, er [N, E;] = di(EZ-) =

T
0 sd Vy E; = Vg, N. Linearitet af Hessianten giver Vg, N = ¢;S(F;) =

R(E,, N)N = — Vy(S(E)) = - Vi <§E>

)

__d <£E> _$iy.E
dr \ @i i

ifglge Leibnizreglen for konnektionen. Ved differentiation fas

be _ .2 .. by L .2 [
RE.NN= P8 p by N $iei-dlp bidip
2 i %

¥i 7 i Pi
bS L 2 . 2 o
_ twiely B S
¥i ¥ wi
hvor vi har benyttet beregningen af S(E;) ovenfor. O

Bemerkning 2.2.7. Med antagelser som i bemarkning 2.2.3 kan man pa til-
svarende vis benytte seetning 2.1.15 punkt 1 til at beregne g(R(F;, Fj)Fy, F),
1,7, k,l <n. Ved beregninger som ovenfor fas

PiPj
Pa grund af symmetrirelationerne for R leder vi kun efter led med ¢ < j og
| < k. Hvis vi yderligere er i en situation, hvor R"(F;, F;)F;, = 0 for 4,5,k
forskellige simplificerer udtrykket en del; s er der kun et led, der ikke gar
ud, nemlig

9(R(F,, F})F;, F) = g,(R"(F;, F))Fj, Fy) — :j:j]
1

Beviserne for disse pastande kan ses i [Pet97, pp 67].

Hvis man benytter punkt (2) i seetning 2.1.15 far man ogsd en nyttig
formel. Det formuleres i nzeste proposition.
Proposition 2.2.8. Lad situationen vere som i bemeerkning 2.2.5, og lad
% =)\;. Da er
9(R(E;, Ej)Ep, N) = (A — Aj)9r(VE, Ej, Ei) + (A — Me)gr(Vig, Ei, Ex)

fori g,k <n.
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Bevis. Vi regner pa punkt (2) i seetning 2.1.15. Vi har at g(V,N) = 1 og,
idet vi benytter Leibnizreglen for .S, far vi
9(R(E;, E5)Ex, N) = —g((VE, S)(Ej), Ex) + 9((VE;)S(E0), Ex)
= —9(5(VE; Ej) + Vi, S(Ej), Ex)
+9(S(VE; E;) + Vi, S(E;), Ey)
Fra beviset for proposition 2.2.6 har vi at S(F;) = \;E;. Ved linearitet af
konnektionen fas
9(R(E;, Ej)Ey, N) = —g(S(VEi Ej)+ \j Vg, Ej, Ex)
+9(S(VE; Ei) + \i Vi, Ei, Ex)
= 9(S([Ej, Ei]), Ek) = 9-(Aj VE, Ej, Ey)
+ gr()\ VE' )7
hvor vi i det sidste lighedstegn har brugt linearitet af Hessianten, linearitet
af g samt definitionen af Lie-parentesen. S er symmetrisk, sa vi far
9(R(E;, Ej)Ey, N) = g([Ej, Ei], S(Ek)) — 9r(A; Vg, Ej, Ey)
+ gT()‘i VEZ Ej7 Ek)
=9(VE, Ei = Vi, Ej, \eEg) — 90(\; Vi, Ej, Ej)
+ gT()‘i VEZ Ej7 Ek)
= M9 (VE; Ei, Ey) — Mgr(VE, Ej, Ey)
= Xi9-(VE,; Ej, Ex) + Xigr(VE, Ej, E)
= (A = X)9r (Vi Eiy Ex) + (X — A)gr(Vig, Ej, Ek),
Normalkomponenterne af leddene Vg, E, forsvinder, da E,, = gpu(r)_lFu og
F, L N,p <n, og dermed kan V erstattes med V". Et tilsvarende argument

gor, at det er korrekt at erstatte g med g,.. Vi far en tilsvarende ligning for
F; per tensorialitet af venstre og hgjre side. O

Krumningsoperatoren simplificerer ogsé en del, idet vi har fglgende pro-
position.

Proposition 2.2.9. Antag, at vi er i situationen beskrevet i bemeerkning
2.2.8. Antag yderligere, at R"(F;, ;) F}, = 0, hvis de tre indices er indbyrdes
forskellige. Lad \; = %. For i < n geelder der

R(F,AFy) = — 2 F A Fy

2

+ > (i — N)ge (Vi FLE)F A By
I<k<n

+ Y = A)gr (Vi Fie, Fi) By A B
I<k<n
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Fori,j <n har vi

R(Fi A Fy) = (9r(R™(F; )F Fy) = Aidj) Fi A Fj

—> (N —=X)g- (V5 Fj, F)Fi A F,
I<n

= (N = NG (Vi Fiy ) FL A B,
I<n

Bevis. Bevis for fgrste pastand. Da F; A F, I < k er en ortonormalbasis for
A2, er veerdierne for R ifglge bemaerkning 1.2.2 givet ved

R(F AFa) = g(R(E;, Fo)Fy, Fy)Fy A Fy

<k
= Y 9(R(F;, Fy)Fy, F)F A Fy
I<k<n
+ Y g(R(F;, Fy)Fo, )L A F,
I<n

Ifglge seetning 2.2.6 er R(F;, N)N = _fiFi, da R er en tensor. Der er derfor
kun et led i den sidste sum, der ikke gar ud. Ved hjzlp af symmetrirelatio-
nerne for R fas

RENF) = Y g(R(Fe, F)F, Fa)FiA Fy— 228, A F,

I<k<n i

Ved at benytte resultatet fra proposition 2.2.8 fas

RFAF) = Y (N = N)gr (Vi Fi, Fi)Fr A Fy
I<k<n
+ > k= A)gr(Vi, Fr, ) Fi A F
I<k<n

_ YR AR,
23

Beviset for anden pastand er tilsvarende og udelades. Udregningen kan ses i
[Pet97, Proposition 1.4] O

Bemerkning 2.2.10. Der er flere steder henvist til [Pet97]. I [Pet97] behand-
les kun det riemannske tilfeelde. Der er ingen af beviserne, hverken i henvis-
ningerne til [Pet97] eller i afsnittene 2.1 og 2.2, der afheenger af, hvorvidt
metriktensoren er positiv definit. Da afsnit 2.3 er et specialtilfaelde af 2.1 og
2.2 virker det ogsa, selv om metrikkerne ggres indefinitte.
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2.3 Beregning af krumning pa [ x S? x §9

Vi vil i dette afsnit beregne krumningsoperatoren og Riccikrumningen pa
I x SP x S9 udstyret med metrikken dr ® dr + p?(r)gsr + 1%(r)gsa.

Dette vil blive gjort i fire skridt startende med SP med den induce-
rede metrik fra RP*!. Beregningerne af krumningerne pa produktsfaeren
SP x S7 refereres blot. Dernaest vil vi beregning krumning pa I x SP,g =
dr @ dr + ¢*(r)gse. Dette er et specialtilfzelde af bemzerkning 2.2.4 og resul-
taterne fra afsnit 2.2 vil blive benyttet til den udregning. Tilsidst benytter vi
de foregaende tre tilfeelde til at beregne krumningsoperatoren og Riccikrum-
ningen pa I x SP x S9, g = dr @ dr + ©*(r)gsr + ¥?(r)gsa.

Vi vil benytte notationen SP(r) = S¥ = {x € RP™! | |z| = r}, SP(1) = SP
og gsr for den inducerede metrik pa SP.

Bemerkning 2.3.1. P4 RPT1\{0} har vi en afstandsfunktion givet ved f(z) =
|z|. Vihar da, at f~1(r) = U, = S¥. En direkte udregning, som overspringes,
giver, at Hessianten bliver S(v) = %v — %g(v, N)N.Da R =0pa R", har vi
fra setning 2.1.15, at

R'(X,Y)Z =72 (9.(Y,Z2)X — g,(X,2)Y)

for X,Y,Z € X(SF). Hvis {F},...,F,} er en ortonormal flytteramme pa S?,
ses det fra ovenstdende formel, at R(F;, F;)Fy, = 0 for i # j # k.

p
1/va %

Sf i med metrik givet ved g = é gsr+ % gsq overspringes. Beregningerne kan

ses i [Pet97, Section 3.2.2|. For reference skal det naevnes, at R(F;, Fj)Fj, =0
for i # j # k.

Hvis {Fi,..., F,1q} er en ortonormalbasis pa Sf/\/a X Sf

Bemerkning 2.3.2. Beregningerne af krumning pa produktsfeeren (S

med metrik

/Vb

som ovenfor, har vi at

R(F; \NFj)=bF, NFj, i,j>p+1,

Ric(F)) = (n—1)aF,, i<p,
Ric(Fj):(m—l)ij, 1>p+ 1.

I de naeste to tilfaelde er vi i en situation analog til den beskrevet for et
generelt warped product i bemerkning 2.2.4. Vi vil nu benytte de generelle
formler i afsnit 2.2 til at beregne krumning pa I x SP med metriktensor givet
ved g = dr ® dr + ©*(r)gs», hvor p € C®(I) og ¢ > 0.

Bemeerkning 2.3.3. Vi har ved projektionen, f: I x SP — I givet en af-
standsfunktion, da |V f| = 1.
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Hvis {E1,...,Ep} er en ortonormal flytteramme p& SP med hensyn til
gsr €r

{F1 o Fpad = {(0(r) " By, (0(r) T By, N}

en ortonormal flytteramme pa I x SP med metrik g = dr ® dr + ©?(r)gs»,
idet ggr = r2ggp.

Til beregning af krumningsoperatoren har vi fglgende seetning.

Saetning 2.3.4. Lad I x SP veere udstyret med metriktensor g = dr ® dr +
©%(r)gse, hvor ¢ € C®(I). Lad {F;} vere som ovenfor. Da er R givet ved

R(E, A Fppy) = %Fﬂ\FPH i<p+1,
1—¢? .
SR(FZ/\E]):7FZ/\F_] 1, <p-+ 1.

Bewvis. For at kunne benytte formlerne fra seetning 2.2.9 skal R"(F}, F;)Fj, =

0 for i # j # k. Det er velkendt, at T{, (I x SP) = T,.I ® T,SP. Det

betyder at Vg, I} = 0 hvis F; € T, og F; € T,SP. Hvis F;, F;, Fy, € T),SP

er R"(F;, Fj)F, = 0 for i # j # k, idet det geelder pa SP. Hvis for eksempel

at F;, Fj € TSP og Fy, € T,I er R"(F;, F;)F;, = 0 pa grund af ovenstdende

faktum om konnektionen. Dette betyder at R"(F;, F;)Fy, = 0 for i # j # k.
Vi ved, at snitkrumningen pa SP udstyret med metrikken ¢?gg», er

1 .
K,S = E = gT(RT(FiﬂFj)Fj’Fi) Ly <mn,

da Q(Fj, Fj) = 1. Vi kan nu benytte saetning 2.2.9 til at beregne krumnings-
operatoren. Ligningerne simplificerer en del, idet ¢1,..., ¢, = ¢, og dermed
er \; = A\ = A;. Idet resten af leddene er 0, far man det gnskede. O

Vi gnsker ogsd at beregne Riccikrumningen, Ric(F;), i < p + 1. Dette
gores i folgende saetning.

Saetning 2.3.5. Lad I x SP vere udstyret med metriktensor g = dr @ dr +
©%(r)gse, hvor p € C®(I). Lad {F;} vere som ovenfor. Da er Ric givet ved
1—02 @2
Ric(F;) = <(p— 1) sof - %) F, i<p+1

Ric(Fpi1) = —ngpH

Bevis. Vi benytter definitionen af Riccikrumningen. Fra Definition 1.2.3 har
vi, at Ric(F;) = Y02 R(F,, F;)F}, idet {F;} er en ortonormal flytteramme.
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Vi har at

s
+
=

Ric(F;) = )  R(F;, Fj)F;

<.
I
—

R(F;, F})Fj + R(F;, Fyy1)Fpia

<
I
—

I
.MB

R(F;, F;)F; — gp

<
Il
-

I
.M“

ifglge seetning 2.2.6. Vi har at g,(R"(F;, F;)F;, F;) = é og ved at benytte
resultatet fra bemaerkning 2.2.7 fas

7))
<( ) ©? @
fori <p+1.

I beregningen af Ric(F),11) benyttes resultatet i szetning 2.2.6, hvorfra vi
har R(F;, Fpi1)Fpr1 = —gFi, hvilket per antisymmetri af krumningstenso-

ren giver R(Fj, Fyp1)F; = £Fp41. Vi far si

p+1 p+1
Ric(Fps1) = Y R(Fpy1, F))F, = = > R(F;, Fp1)Fi
i=1 =1
@
= _p_F 1
p 7T
idet R(Fp+41, Fp+1)Fp+1 = 0 per antisymmetri. O

Sidste trin i firetrins-raketten er at beregne krumningsoperatoren og Ric-
cikrumning pa I x SP x S%, med metriktensor givet ved dr ® dr + ¢?(1)gs» +
¥?(r)gsa, hvor @, € C*°(I) og ¢, >0
Bemeerkning 2.3.6. Vi har som fgr ved projektionen givet en afstandsfunk-
tion. Hvis {Ej,..., Epq4} er en ortonormal flytteramme pa SP x S? med
metrik ggr + ggqa er

{Fo,..., Fpiq}

= {N, (p(r) T By (0(r) T By (1) T By () T B}
en ortonormal flytteramme pa I x SP x S? med metrik givet ved dr @ dr +
¢*(r)gse +¥*(r)gsa.

Vi kan nu benytte, hvad vi ved til at beregne krumningsoperatoren og
Riccikrumningen péa I x SP x S9.
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Saetning 2.3.7. Lad I x SP x SY vere udstyret med metrikken dr ® dr +
©%(r)gse + V2(r)gsa, hvor p,vp € C(I). Lad {F;} vere som ovenfor. Da
geelder

R(FyAFj) = —FRAFj, 0<j<p,
2

wﬂAﬂpéﬂ%Aﬂ,j>p

(0
1— 2 o
%(FZ-/\F]-):7FZ'/\FJ', 0<i<j<p,
1— 2 o
m(Fi/\.F}'):TE/\F}' p<i<j,
R(F _ =@y . .
(i/\F}')—WFi/\F}', t<p<y.

Riccikrumningerne er givet ved

-2 .«
oy .
—q— | F;, 0<i<p
2 ¢¢)’

-mdﬂ)=<——+%q—D e —péa)Fj Jj>0p.

Bewis. Ved at bruge viden fra produktsfaeren og fra I x SP og gennemga alle
tilfeeldene fas, at R"(F;, Fj)F), = 0 for i # j # k, dette udelades. Vi har ogsa
at o = p for 0 < i < pogy;, =19 for p < i < q. Med dette i baghanden
fplger det fra seetning 2.2.9 at R har de pastéede veerdier. Man skal undervejs
benytte at K,(5) = é og K,(S5) = # pa henholdsvis SP og S? med metrik
givet ved henholdsvis ©?(r)gs» og % (r)gsa.

Beviset for at Riccikrumninger har de pastidede veerdier kgrer pé praecis

samme made som ved det rotationssymmetriske produkt. Detaljerne udela-
des. O

Bemeerkning 2.3.8. 1 de sidste tre tilfzelde vidste vi uden at foretage bereg-
ninger, at R og Ric var diagonal. Veerdien af fR giver et estimat pé snitkrum-
ningen. Disse to udsagn fglger direkte fra proposition 1.2.7.

Nu kan vi formulere de ngdvendige og tilstraekkelige betingelser for at
I x S' x S? er en model for en sfeerisk symmetrisk rumtid. Dette formuleres
i hovedsaetningen.

Seetning 2.3.9. Produktet I x S' x S? med metrik g = dr @ dr + p*(r)gg1 +
Y2 (r)gg2 er en lgsning til feltligningen i vacuum hvis og kun hvis @, opfylder
differentialligningerne 2.1-2.8 0g gg1 = —gg1.
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Bevis. I x S' x 52 er klart sammenhaengende og fire-dimensional.

For at give I x S' x §%2, g = dr @ dr + ¢*(r)js1 + ¥?(r)gs2 en rum-
tidsstruktur skal metriktensoren veere Lorentz. Da gq1 er en Lorentz metrik,
bliver g ogsa til en Lorentzmetrik.

I x S x S? skal veere tidsorienteret. Ved at veelge en tidsorientering pa S!
med metrik §g1 Lorentz far man tidsorienteret I x S x S2. Hvis V € X(S') er
et timelike vektorfelt vil vektoren (0,V,0) € X(I x S! x S?) vare et timelike
vektorfelt. Da V giver en tidsorientering pa S!, vil (0,V,0) ogsa give en
tidsorientering pa I x S' x S2.

For at produktet skal opfylde feltligningen skal I x S* x S? veere Riccifladt.
En ngdvendig og tilstraekkelig betingelse for, at dette er tilfeeldet, fas ved at
seette p = 1 og ¢ = 2 1 seetning 2.3.7. Man far, at ¢, skal opfylde folgende
ligninger

Loy (2.1)
¢ Y
_P_ ., (2.2)
e Py
L el
A S (2.3)
¢ o
Det er uden for rammerne af dette projekt at komme ind pa betingelser for,
at der eksisterer en lgsning til disse differentialligninger. O

Bemerkning 2.3.10. I [ONe83, Chapter 13| er der anvendt en alternativ
tilgangsvinkel til problemet. Resultatet derfra citeres uden bevis og, vi vil
blot skitsere en transformationsmetode mellem resultatet her og det, der er
givet i [ONe83, Chapter 13].

Det vises i [ONe83, Chapter 13, Lemma 1| at produktet

R x Rt x §?

med metriktensor givet ved
2M 2M

hvor M > 0 er en konstant og R = projy+, er Riccifladt. Metrikken givet i
(2.4) er den, man normalt kalder Schwarzschild metrikken.
Transformationen mellem de to situationer er givet ved

Y(r) =R, dR=dr,

hvilket giver fplgende ligninger

PA(r) = — (1 - j%) : <1 - j%) )? = 1. (2.5)
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